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H f συνεχής στο [0,1] άρα η f ւ  στο [0,1]. 

H f συνεχής στο  1,  άρα η f ր  στο  1, . 
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ΘΕΜΑ Γ :  

 

 

Γ1.  

H f είναι παραγωγίσιμη στο ℝ  με   1f x x   .  

Για κάθε 2 ,x   ℤ  είναι   0f x  κι επειδή η f είναι συνεχής είναι 

γνησίως αύξουσα στο ℝ .  

Η h είναι παραγωγίσιμη στο ℝ  με    1 1h x x x        .  

Για κάθε 
3

2 ,
2

x


   ℤ  είναι   0h x   κι επειδή η h είναι συνεχής, είναι 

γνησίως φθίνουσα στο ℝ .  

Παρατηρούμε ότι    0 0 0f h  .  

Για κάθε 0x   είναι    0 0f x f   και    0 0h x h   

Για κάθε 0x   είναι    0 0f x f   και    0 0h x h   

 

Γ2. 

Πρέπει να είναι     2 1 0f x h x x x x x         διότι είναι για κάθε 

0x        0f x h x   και για  0x   είναι    0f x h x  .  

 

Γ3.  

 

Έστω   0 0,M x f x  το σημείο της f
C  με  0 , 2x   . Η εφαπτομένη της f

C  

στο Μ είναι η ευθεία ε με εξίσωση :  

 

          0 0 0 0 0 0 01y f x f x x x y x x x x x           

Για να διέρχεται η ε από το σημείο Α της εκφώνησης  πρέπει :  



 

     0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 01 1 1 1 0x x x x x x x x x x x x                     

 

Έστω  συνάρτηση    1 , , 2x x x x x         

 

Η φ είναι παραγωγίσιμη στο  , 2   με  x x x x x x x         .  

Για κάθε  , 2x    είναι   0 0x x     και επειδή η φ είναι συνεχής , 

είναι γνησίως φθίνουσα στο  , 2  .  

 

Είναι    1 1 0 1 1 0                

 

 2 1 2 2 2 1 0 2 1 2 0                 

 

Άρα    2 0      και επειδή η h είναι συνεχής, λόγω του Θ. Bolzano 

υπάρχει  0 , 2x    τέτοιο ώστε  0 0x  . Επειδή η φ είναι γνησίως 

φθίνουσα στο  , 2  , το 0x  είναι η μοναδική ρίζα της εξίσωσης   0x  .  
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Γ5.  

 

 

Η f είναι συνεχής στο    , 1 , 0, 1x x x     και παραγωγίσιμη στο  , 1x x   με 

  1f x x   .  

 

Σύμφωνα με το Θ.Μ.Τ. υπάρχει  , 1x x    τέτοιο ώστε :  
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Είναι 
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ΘΕΜΑ Δ :  

 

Δ1.  
2

2 2 2 2

x 2συν θ 1 συν2θ και y ημ2θ

x y συν 2θ ημ 2θ 1

   

   
  

Άρα το σημείο Μ κινείται στον μοναδιαίο κύκλο x2+y2=1. 

Αφού τα σημεία Μ, Α, Δ είναι συνευθειακά: 
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Δ2.  
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ρ θ 1 θ θ θ
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      ℓ    (όπου ρ η ακτίνα του κύκλου και θ η γωνία σε 

rad) 

ΛΕ π ΛΕ π π
ημθ ημ ΛΕ ημ ΜΕ 2ημ

ΟΕ 8 1 8 8
         

 

Δ3.  



 

x(t)=
συν2θ(t)

1 2ημ2θ(t)
   και   θ΄(t)=2 

     
  

     
  

2

2

2

2

2ημ 2θ(t) [1 2ημ 2θ(t) ] 4συν 2θ(t)
x (t) θ (t)

1 2ημ 2θ(t)

2ημ 2θ(t) [1 2ημ 2θ(t) ] 4συν 2θ(t)
2

1 2ημ 2θ(t)

  
   



  
 



  

 

Για t=t0   θ(t0)=
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Δ4.  

 

 

α. Τη χρονική στιγμή του ερωτήματος Γ3, 
π π

θ 2θ
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π π 2 2

Μ συν ,ημ , Μ( , )
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     2 2y αx 2 α( 2) α 2      και επομένως η παραβολή έχει εξίσωση 
2y 2x  . 



      Αν x(t) η τετμημένη του σημείου Κ, τότε x(t) είναι και η τετμημένη της 

προβολής του  

      στον x΄x. Το Β απομακρύνεται από το Ο(0,0) με ρυθμό 2  m/sec, άρα 

x΄(t)=2  

      και την χρονική στιγμή t0 η τετμημένη του Κ είναι 2 2  ,  

      δηλαδή x(t0)= 2 2   και x΄(t0)=2. 

      Έστω f(x)= 2
2x ,  f (x) 2 2x  ,  τότε η εφαπτομένη στο σημείο  M x,f(x)   

      θα έχει εξίσωση 2
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 , άρα τη χρονική στιγμή t0 

       (ΟΛ)΄= 0 0x(t ) x (t ) 2 2 2 4m / sec     
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