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ΘΕΜΑ Β :  

 

Β1. Για x 0   η f είναι συνεχής ως πράξη συνεχών.  

       Για  x 0  η  f είναι συνεχής ως πράξη συνεχών.  

 

   3

x 0 x 0
lim f x lim 2ημ x x 1 1

  
     

 

   2

x 0 x 0
lim f x lim 2x x 1 1

  
     

 

Άρα αφού τα πλευρικά είναι ίσα, άρα ισχύει   
x 0
lim f x 1


  

 

Επίσης   2f 0 2 0 0 1 1      . Επομένως ισχύει και    
x 0
lim f x f 0 1


   

 

H f συνεχής και στο 0. Άρα η f τελικά συνεχής σε όλο το ℝ .  

 

 



Β2.  Για την παραγωγισιμότητα:  

 

    3 3 3

x 0 x 0 x 0 x 0

f x f 0 2ημ x x 1 1 2ημ x x 2ημ x x
lim lim lim lim

x 0 x x x x      

     
       

 

 
2

x 0

2ημx ημ x
lim 1 1

x

 
   

 
 

 

 

     2 2

x 0 x 0 x 0 x 0

f x f 0 x 2x 12x x 1 1 2x x
lim lim lim lim 1

x 0 x x x      

     
   

 
 

 

Άρα η f είναι παραγωγίσιμη στο 0 και ισχύει   f 0 1   

 

 

B3. Θα εφαρμόσουμε Bolzano για την f  στο διάστημα   π,0 .  

 

Η f συνεχής στο  π,0  ως πράξη συνεχών.  

 

     f π 2ημ π π 1 π 1 0           

 f 0 2 0 0 1 1 0       

 

 

Άρα     f π f 0 0    Επομένως ισχύει το Θ. Bolzano .  

 

Άρα υπάρχει ένα τουλάχιστον  ξ π,0  τέτοιο ώστε f (ξ) 0 .  

 

Β4.   Για το κάθε ξεχωριστά :  

 

i.  
3 2 3

2 2x x x

π π
f x 2x 1 f x

π2 2
lim lim lim f x 1

x x x 2  

                     
 

 

Για x 0   έχουμε :     3 2 2f x 2ημ x x 1 2 3ημ x συνx 1 6ημ x συνx 1            

 

Επομένως  2π π π
f 6ημ συν 1 0 1 1

2 2 2

                  
     

 

 

Άρα η (1)  θα γίνει  :   
x x

π
lim f x lim 1 x

2 

       
 

 



 

ii. 

3

x 1

1
2023 f x

2
lim

x 1

   
 


 

 

Για  x 0  έχουμε  :     2f x 2x x 1 4x 1        

 

Άρα  
1 1

f 4 1 3
2 2

     
 

 

 

Επομένως   
 

3
33

x 1 x 1

1
2023 f x

2023 3 12023 3 x2
lim lim

x 1 x 1 1 1 

            
   

 

 

καθώς   x 1 0   

 

 

Β5.  

 

 

Αφού  g(x) x 1    με   gD 1,  . Επίσης  για x 0  έχουμε  fD 0,   

 

 

       2
gof f gD x D | f x D x 0, | 2x x 1 1,            

 

        2 1
x 0 | 2x x 0 x 0 | x 2x 1 0 x 0 | x , U 0, 0,

2

                     
 

Για τον τύπο της έχουμε  :        2 2gof x g f x 2x x 1 1 2x x        

 

Άρα          2 2

2 2

1 4x 1
gof x 2x x 2x x

2 2x x 2 2x x

       
 

 

 
 
 

ΘΕΜΑ Γ :  

 

 

     

Γ1.  Για x< 0  
x

x 2

e
f (x) 0

(1 e )
   


 , άρα  f γνησίως φθίνουσα στο ( ,0]  . 



      Για x< 0  
2

1
f (x) 0

x
     , άρα  f γνησίως φθίνουσα στο ( ,0)  . 

και

1 2

f f

1 2
x x x 0

A ( ,0], A (0, )

1
f(A ) [f(0), lim f(x)) [ ,1) f(A ) ( lim f(x), lim f(x)) [0, )

2   

   

    
ց ց  

ρα και

με ρα

x

xx x x

x 0 x 0

1 1
lim (1 e ) 1, ά lim 1, lim 0

1 e x

1
lim x 0 x 0 ά lim

x 

  

 

      
     
 

 

   1 2f A f A    άρα η f δεν είναι συνάρτηση 1 προς 1 . 

 
Γ2. 

Για και
x x 1

x ( 3,0], g(x) e 1 ln(x 3) g (x) e .
x 3

       
  

Θα δε ξουμε τι υπ ρχει μοναδικ με
0 0

1
x 1, g (x ) 0.

2
 ί  ό  ά  ό 

      
   

ε ναι συνεχ ς στο ως θροισμα συνεχ ν συναρτ σεωνH g΄ ί  ή   ά  ώ  ή .
1

1,
2

      

και
1 1 2 e 1 1 2 5 2 e

g ( 1) 0 g 0
e 2 2e 2 5e 5 e

             
   

 

ρα απ θ υπ ρχει τουλ χιστον να με
0 0

    Ά  ό .Bolzano ά  ά  έ x
1

1, g (x ) 0.
2

      
   

ρα γνησ ως α ξουσα και η ρ ζα μοναδικx

2

1
g (x) e 0 ά g ί ύ ί ή.

(x 3)
   


 

Για

Για

g

0 0

g

0 0

x x g (x) g (x ) g (x) 0

x x g (x) g (x ) g (x) 0





      

      

ր

ր
 

    Επομένως για x = x0   η g παρουσιάζει ολικό ελάχιστο το g(x0). 

Τελικ

0 0

0

x x

0 0 0

0 0 0

2
x 0 0

0 0 0

0 0

1 1 1
g (x ) 0 e 0 e x ln ln(x 3)

x 3 x 3 x 3

x 4x 41
ά g(x ) e 1 ln(x 3) 1 x .

x 3 x 3

           
  

 
       

 

 

Γ3. 

 

   

α α α α α α

α α α α α α

f( ) f(2 ) f ( ) 1 ( 1)f( )
0

x 1 x 2

(x 2) f( ) f(2 ) f ( ) (x 1) 1 ( 1)f( ) 0

   
  

 
         

   Θ τω α α α α α αέ P(x) (x 2) f( ) f(2 ) f ( ) (x 1) 1 ( 1)f( )       
 



    Η συνάρτηση Ρ είναι συνεχής στο [-2, -1] ως πολυωνυμική 1ου βαθμού. 
    Ρ(-2)=(α + 1)f(α) - 1και  Ρ(-1) = f(α) – f(2α) + αf΄(α) 

α

α α

α

α
α α α α Ρ

1 e 0 1
e 1 e 1 1 ( 1)f( ) 1 0 ( 2) 0

1 e

  
             

  
     Η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [2α, α] παραγωγίσιμη στο (2α, α), άρα 
από Θ.Μ.Τ.    

α α
ξ α αυπ ρχει τουλ χιστον ν με ξ α

α
α

f( ) f(2 )
(2 , )ά  ά  έ ) , 1 f (

   
  

για α α δηλαδ για

επομ νως η ε ναι γνησ ως φθ νουσα στο α α

x x x x 2x x

x 4 x 4

e (1 e ) 2e e e e
f (x) 0 x (2 , ) ή x 0

(1 e ) (1 e )

έ f ί ί ί [2 , ].

  
      

 
  

αα α
ξ α ξ α α α α α α

α

α α α α Ρ

f 0f( ) f(2 )
f ( ) f ( ) f ( ) f( ) f(2 ) f ( )

f( ) f(2 ) f ( ) 0 ( 1) 0.

              


      

ց

 

   Αφο Ρ Ρ απ θ Β υπ ρχει τουλ χιστον να 0ύ 2 1 0 ό . olzano ά x ( 2, 1) ά  έ    
 

       με Ρ(x0)=0, μοναδικό γιατί η συνάρτηση P είναιπολυωνυμική 1ου βαθμού. 
 
Γ4. 

 M x,f(x) και x΄(t) = 2. και
2

1 1
f(x) f (x)

x x
    

     Έστω Μ
0 0

(x ,f(x ))  το σημείο επαφής. Τότε η  εξίσωση της εφαπτομένης της 

Cf    στο  σημείο Μ θα έχει εξίσωση: 

0 0 0 02

0 0

1 1
y f(x ) f (x )(x x ) y (x x )

x x
        και αφού την χρονική στιγμή t0 

      διέρχεται από το Α(1,0) θα έχουμε ότι: 
0x 0

0 0 02 2 2

0 0 0 o 0 0 0

1 1 1 1 1 2 1 1
0 (1 x ) 2x 1 x

x x x x x x x 2



              

       Το σημείο επαφής λοιπόν είναι το 
1 1 1

M ,f M ,2
2 2 2

        
    

. 

ρα2 2 2 2

2 2

1 1
(OM) x f (x) x , ά (t) x (t)

x x (t)
      ℓ ℓ  

4 3

2 2

2 2

2x(t)x (t) 2x (t)
2x(t)x (t) x(t)x (t)

x (t) x (t)
(t)

1 1
2 x (t) x (t)

x (t) x (t)

 
  

  

 

ℓ  

Την χρον καιικ στιγμ 0 0 0

1
x (t ) 2 x(  ή ή t , t )

2
    



3

0
0 0 3

0
0 2

2

0 2 2
0

1 2 2
2

22x (t ) 1
x(t )x (t )

x (t ) 1 32 62 62 332
(t ) cm / s

331 1 331 1x (t ) 8
x (t ) 42 1

2


 

              
   
   

 
 

ℓ  

 
 

ΘΕΜΑ Δ :  

 

Δ1  

 
αφο

x 1
3 3 2

2

f (x) f(x) x 1 f ( 1) f( 1) 0 f( 1) f ( 1) 1 0

f( 1) 0 ύ f ( 1) 1 0.



             

    
 

    

    αφο Δ

x 1
3 3 3

3 2

2 2

f (x) f(x) x 1 f (1) f(1) 2 f (1) f(1) 2 0

f (1) 1 f(1) 1 0 f( 1) 1 f ( 1) f( 1) 1 f( 1) 1 0

f( 1) 1 f ( 1) f( 1) 2 0 f(1) 1 f ( 1) f( 1) 2 0 ύ 0



          

               

              

 

 
Δ2 

3 2

2

1
f (x) f(x) x 1 3f (x) f (x) f (x) 1 f (x) 0

3f (x) 1
           


, 

άρα η f είναι γνησίως αύξουσα. 

   2 2
2 2

6f(x) f (x) 6f (x)
f (x) f(x)

3f (x) 1 3f (x) 1

  
    

 
  

Αφού 
 2

2

6f (x)
0

3f (x) 1





, αρκεί να βρούμε το πρόσημο της f. 

Η f είναι γνησίως αύξουσα και f(−1) = 0. 

 

f

f

x 1 f(x) f( 1) 0 f(x) 0

x 1 f(x) f( 1) 0 f(x) 0

       

       

ր

ր
  

Άρα για x < −1,  f(x) < 0  και επομένως  f ΄΄(x) > 0, οπότε η f είναι κυρτή στο 
διάστημα (−∞, −1]. 
Για x > −1, f(x) > 0 και επομένως  f ΄΄(x) < 0, οπότε η f είναι κoίλη στο 
διάστημα [−1, +∞) . 
 
 

Δ3 Αν α > 1 τότε είναι 
α

1
0 1    



Για τη συνάρτηση f ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ.  στα 

διαστήματα  και α
α

1
,1 [ ,1]

 
  

 αφού η f παραγωγίσιμη και επομένως συνεχής 

στο ϒ. 

Άρα υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ1 ∊
α

1
,1

 
  

και ξ2 ∊ [α, 1] με 

α α
α αα α

ξ και ξ
α α α

α

1 2

1 1
f(1) f f

f( ) f(1) f( ) 1
f ( ) f ( )

1 1 1 1
1

                
  

  

κο λη

α

α

α α
αα

ξ ξ ξ ξ ξ ξ
α α α

α α α α
α α α α

f ί

1 2 1 2 1 2
f 1 0

0

1
f

1 f( ) 1
1 f ( ) f ( )

1 1

1 1 1 1
f f( ) 1 f( ) f 1

  



               
 

            
   

ց   

 
 
Δ4  

Η f είναι γνησίως αύξουσα για x > −1 και f(−1) = 0. Άρα f(x) ≥ 0 για x ≥ −1. 

To εμβαδόν του χωρίου θα ισούται με   


 
1

1

Ε f x dx . 

  

Ω Ε Ω

3 3

1 1 13

1 1 1

1 1
4 2

1 1

1 1

1 1

f (x) f(x) x 1 f (x) f (x) f(x) f (x) (x 1) f (x)

f (x) f (x)dx f(x) f (x)dx (x 1) f (x)dx

f (x) f (x)
(x 1) f(x) f(x)dx

4 2

1 1 5
0 0 2 0 E( ) ( )

4 2 4

  



  

 
 

            

        

   
        

   

       

 

 


