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ΘΕΜΑ Β :  

 

Β1. Η f συνεχής στο  ,0 ως γινόμενο συνεχών συναρτήσεων.  

Η f συνεχής στο  0,  ως γινόμενο συνεχών συναρτήσεων.  

Για 0x   
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Άρα η f συνεχής στο  1,1 .  

 

Η f παραγωγίσιμη στο  ,0  και στο   0, .  
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   
0 0

0 0
lim lim 1

0 0

x

x x

f x f xe

x x  

 
 

 
 

 

   
 0 0 0

00 1lim lim lim 1
0 1x x x

x
f x f xx

x x x x    

   
 

 

 

Άρα η f παραγωγίσιμη στο  1,1 .  

 

Ικανοποιούνται οι προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ.  

 

 

Β2. Για  0x   
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 f x  ց  ր  

 

 

Η ցf  στο   , 1  και  րf  στο  1,0  

 

Για  0x   
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Άρα η րf  στο   0,  

 

Β3. 
      

    Έχουμε:  

 

 
  

  
x

x

x x x

f x xe
lim lim lim e 0

x x
 

 



    
 

    
    



0 DLH
x

x xx x x x

x 1
lim f x λx lim xe lim lim 0

e e
 

 

Άρα η y 0  είναι οριζόντια ασύμπτωτη στο  .  
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Άρα η y 1  είναι οριζόντια ασύμπτωτη στο  .  

 

 

 

B4.  
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Όμως ισχύει ότι 
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Εφαρμόζοντας Κριτήριο Παρεμβολής προκύπτει ότι  
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ΘΕΜΑ Γ :  

 

 

     

Γ1. Πρέπει x>0 και lnx>0  x>1. Άρα Αf = (1,+). 



      1 1
f (x) ln x

ln x x ln x

   
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2 2 2

1 1
f (e )

e ln e 2e
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     Άρα η ζητούμενη εφαπτομένη έχει εξίσωση:   

    2

2 2
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      Άρα η f είναι κοίλη και η f ΄ γνησίως φθίνουσα. Επομένως 

α β f (α) f (β)    . 

Γ3. Για α, β >1 , ln 0 ln ln 0
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     Η f είναι συνεχής στα 
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 ως σύνθεση λογαριθμικών 
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     Η f είναι παραγωγίσιμη στα 
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     Από Θ.Μ.Τ. υπάρχούν ξ1
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Γ4. Η f είναι κοίλη, άρα βρίσκεται κάτω από την εφαπτομένη της. 

     Το ζητούμενο εμβαδόν δίνεται από το ολοκλήρωμα Ι=

 
2e

2

e

x 1
ln 2 ln(ln x) dx

2e 2

        
  

      Ι1=

22 ee 2

2

2 2

e e

x 1 x 1 1 1 1
ln 2 dx (ln 2 )x e (ln 2 ) e(ln 2 )

2e 2 4e 2 4 2 4

                 
 . 

      Ι2=  
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      γιατί    
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      Τελικά Ε=Ι1+Ι2=
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ΘΕΜΑ Δ :  

 

Δ1.

   

 
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 

f (x) x
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0 και g συνεχής, δ
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   
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f(0) ln2
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( ) f(x)f x xx x
Τελικά e e έχ 1 f(x) ln(e 1), xουμε:  e .1 e        ℝ

  

Δ2.  

 
x x
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e e
f(x) ln(e 1) , f (x) , f (x) .

e 1 e 1
    
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Έστω 
0 0

M(x ,f (x ))  το σημείο επαφής. Άρα η εξίσωση της εφαπτομένης θα 

είναι: ε:
0 0 0

y f (x ) f (x )(x x )     . 

Αφού η ε διέρχεται από το Α(6,2), τότε: 

 
 
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0 0 0 0 0

0
0

0 0 0

0 0 0 0 0 0

x x
2

x x x x x

0 02x
x

2x x x

0

y f (x ) f (x )(x x ) 2 f (x ) f (x )(6 x )

e e
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 
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Θέτω 
2x x x x x

h(x) e 3e xe 2, h (x) e (2e x 2)         

x x
P(x) 2e x 2, P (x) 2e 1 0       ,άρα Ρ(x) γνησίως αύξουσα στο .ℝ   

Ρ(0)=0. Για 
P P

x 0 P(x) P(0) 0 και για x 0 P(x) P(0) 0       
ր ր

. 

Το πρόσημο της P είναι ίδιο με το πρόσημο της h (x)  , αφού ex > 0. 

x                0             

h΄           -       0     + 

h   

                      Τ.Ε. 

 

Για x=0 η h παρουσιάζει ολικό ελάχιστο το h(0)=0, άρα h(x) 0  . 

H  x=0 λοιπόν είναι η μοναδική ρίζα της εξίσωσης h(x)=0. 

Επομένως το σημείο επαφής είναι το 
1

M(0,f (0)) M 0,
2

    
 

  

1 1
f (0) και f (0)

2 4
    , άρα η ζητούμενη εφαπτομένη έχει εξίσωση: 



1 1
y (x 0) x 4y 2 0.

2 4
         

Δ3. 

f συνεχής στο [0,lnx] ως σύνθεση συνεχών. 

f παραγωγίσιμη στο (0,lnx) με 

x

x

e
f (x)

e 1
 


 . 

Άρα υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ (0,lnx)  τέτοιο ώστε 

f(lnx) f(0) ln(x 1) ln2
f (ξ)

lnx lnx

       

 
x

2
x

e
f (x) 0 ,άρα f στο .

e 1
  


ր ℝ  

 

lnxf x 1

lnx
lnx 0

x

ln(x 1) ln2 e ln(x 1) ln2 x
ξ lnx f (ξ) f (lnx)

lnx e 1 lnx x 1

x 1
(x 1) ln(x 1) ln2 xlnx (x 1) ln lnx .

2

 



           
 


       

ր

  

Δ4.  

x

x

e
f (x) 0, άρα f στο (0, ).

e 1
   


ր  

Γνωρίζουμε ότι:  

  
f

x x 1 x 1
e x 1 e x f e f(x)

      
ր

 (1) 

 ημx x   και η ισότητα ισχύει για x=0. 

x 0

ημx x ημx x x ημx x


         

 
f

ημx x f ημx f( x)    
ր

 (2) 

(1)+(2)  x 1
f e f(ημx) f(x) f( x)

       (3) 

x
x x x

x

e
f( x) ln(e 1) ln ln(e 1) lne f(x) x

e 1

        


 , άρα 

   x 1 x 1
f e f(ημx) f(x) f(x) x f e f(ημx) x 2f(x)

         . 

 


