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ΘΕΜΑ Α:  

 

Α1. Σχολικό Σελίδα  144,145 

 

Α2. Σχολικό Σελίδα  51 

 

Α3.α)Ψ       Σχολικό Σελίδα  156  

      β) Σχολικό Σελίδα  156 Και  Σχήµα  42 

 

Α4. Σχολικό Σελίδα  128 Και Σχήµα  18 

 

Α5.  α)Σωστό 

        β)Σωστό 

        γ)Σωστό  

 

 

 

 

ΘΕΜΑ Β :  

 

Β1.  

Είναι της µορφής f(x)= ��� + �� + �  µε α>0 και γ=0 . 

Η κορυφή της δίνεται από τον τύπο Κ(- 
�

��
 , −	

�

��
).             Εδώ Κ(3 ,−	

�

�
) . 

Καθώς α>0  , το Κ αποτελεί ολικό ελάχιστο. 

Άξονας συµµετρίας είναι η ευθεία x=xk   .Eδώ x=3. 

Για χ=0 παρατηρώ ότι f(0)=0 δηλαδή διέρχεται από την αρχή των αξόνων Ο(0,0). 

Το συµµετρικό του Ο(0,0) ως προς τον άξονα συµµετρίας  x=3 είναι το σηµείο Γ(6,0) 

που αποτελεί για τον λόγο αυτό σηµείο της παραβολής. 

Ενώνουµε τα σηµεία Ο,Κ,Γ µε σχήµα παραβολής και προεκτείνουµε. 



 

Β2. Έστω Μ(ω,f(ω)) τυχαίο

Το τετράγωνο της απόστασης

= 

= …=
�

�
�� − 3�� + 9�� +

Θεωρώ συνάρτηση g(ω)=	

Συνεχής και παρ/µη στο R

 

 

Άρα το  (0,g(0)) τοπικό ελάχιστο

ελάχιστο 

Για να αποφανθούµε µε σιγουριά

το σύνολο τιµών. 

 

 

 

ω −∞             0                  

g΄(ω) - 

g(ω) 
ց  

 

τυχαίο σηµείο της �� . 

απόστασης (ΝΜ) δίνεται από : (ΝΜ)
2
=(ω-3)

2
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�
�
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�
�� − 3�� + 9�� + 10 

R µε  g ’ (ω)=	�� − 9�� + 18�=ω(�� − 9�

ελάχιστο ,  το (3,g(3)) τοπικό µέγιστο  ,   το(6,g

µε σιγουριά για ολικά ακρότατα το βέλτιστο είναι να

0                                     3                          6          

+ - 

ր  ց  

�� − 3� − 1)2
  

+ 18) 

g(6)) τοπικό 

είναι να βρίσκουµε 

                   +∞ 

+ 

ր  



 

ΘΕΜΑ Γ :  

 

Γ1.  

H f είναι παραγωγίσιµη στο ℝ  µε ( ) 1f x xσυν′ = − .  

Για κάθε 2 ,x κπ κ≠ ∈ℤ  είναι ( ) 0f x′ > κι επειδή η f είναι συνεχής είναι γνησίως 

αύξουσα στο ℝ .  

Η h είναι παραγωγίσιµη στο ℝ  µε ( ) ( )1 1h x x xηµ ηµ′ = − − = − + .  

Για κάθε 
3

2 ,
2

x
π

κπ κ≠ − ∈ℤ  είναι ( ) 0h x′ <  κι επειδή η h είναι συνεχής, είναι 

γνησίως φθίνουσα στο ℝ .  

Παρατηρούµε ότι ( ) ( )0 0 0f h= = .  

Για κάθε 0x <  είναι ( ) ( )0 0f x f< =  και ( ) ( )0 0h x h> =  

Για κάθε 0x >  είναι ( ) ( )0 0f x f> =  και ( ) ( )0 0h x h< =  

 

Γ2. 

Πρέπει να είναι ( ) ( ) 2 1 0f x h x x x x xσυν ηµ= ⇔ + = + ⇔ =  διότι είναι για κάθε 

0x <    ( ) ( )0f x h x< <  και για  0x >  είναι ( ) ( )0f x h x> > .  

 

Γ3.  

 

Έστω ( )( )0 0,M x f x  το σηµείο της fC  µε ( )0 , 2x π π∈ . Η εφαπτοµένη της fC  στο 

Μ είναι η ευθεία ε µε εξίσωση :  

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 01y f x f x x x y x x x x xηµ συν′− = − ⇔ − − = − −  

Για να διέρχεται η ε από το σηµείο Α της εκφώνησης  πρέπει :  

 

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 01 1 1 1 0x x x x x x x x x x x xηµ συν ηµ συν ηµ συν− − = − − ⇔ − + = − + ⇔ + − =

 

 

Έστω  συνάρτηση ( ) [ ]1 , , 2x x x x xϕ ηµ συν π π= + − ∈  

 

Η φ είναι παραγωγίσιµη στο ( ), 2π π  µε ( )x x x x x x xϕ συν συν ηµ ηµ′ = − + = .  



Για κάθε ( ), 2x π π∈  είναι  ( )0 0x xηµ ϕ′< ⇒ <  και επειδή η φ είναι συνεχής , είναι 

γνησίως φθίνουσα στο [ ], 2π π .  

 

Είναι ( ) ( )1 1 0 1 1 0ϕ π ηµπ πσυνπ π π= + − = + − − = + >  

 

( )2 1 2 2 2 1 0 2 1 2 0ϕ π ηµ π πσυν π π π= + − = + − = − <  

 

Άρα ( ) ( )2 0ϕ π ϕ π⋅ <  και επειδή η h είναι συνεχής, λόγω του Θ. Bolzano υπάρχει 

( )0 , 2x π π∈  τέτοιο ώστε ( )0 0xϕ = . Επειδή η φ είναι γνησίως φθίνουσα στο [ ], 2π π , 

το 0x  είναι η µοναδική ρίζα της εξίσωσης ( ) 0xϕ = .  

 

 

Γ4.  

 

( )
( )

( )( )
0 0 0 0

1
1

1 1 1
lim lim lim lim 1 1

1 1
x x x x

x
f x x x xx

x xh x x x x

x x

συν
συν συν

ηµ ηµηµ− − − −→ → → →

−  −  − − − = = = − = − +∞ = −∞  −   − −
 

 

Γιατί   
0 0

1
lim 0, lim 1 0
x x

x x

x x

συν ηµ
− −→ →

−  = − = 
 

 και 
( )

1 0
f xx x x

x x x

ηµ ηµ−
− = = >  

 

Γ5.  

 

 

Η f είναι συνεχής στο [ ] ( ), 1 , 0, 1x x x π+ ∈ −  και παραγωγίσιµη στο ( ), 1x x +  µε 

( ) 1f x xσυν′ = − .  

 

Σύµφωνα µε το Θ.Μ.Τ. υπάρχει ( ), 1x xξ ∈ +  τέτοιο ώστε :  

 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 1
1

f x f x
f x x x x

x x
ξ συνξ ηµ ηµ

+ −
′ = ⇔ − = + − + − + ⇔

+ −
 

( )1x xσυνξ ηµ ηµ⇔ = + −  

 

Είναι 

( ) ( ) ( )1 1 1 1x x x x x x x xξ συν συνξ συν συν ηµ ηµ συν< < + ⇔ > > + ⇔ + < + − <  

 

 

 

ΘΕΜΑ ∆ :  

 

∆1.  

 



( ) ( ) ( )( )
( )

2 2

2

2

2021 2021
lim lim 2021 lim

2021
x x x

x x x x x x
f x x x x x

x x x

κ κ
κ

κ→+∞ →+∞ →+∞

+ + − + + +
− = + + − = =  

+ + +

 

2 2

2

2

2021

2021 0
lim lim

2 220212021
1 1

x x

x
x x x x

x x x
x

x x

κ
κ κ κ

κκ→+∞ →+∞

 + + + − + = = =
 + + + + + + 
 

 

Αφού  ( )lim 3 3 6
2x

f x x
κ

κ
→+∞

− = − ⇔ = − ⇔ = −    

 

Άρα ( ) 2 6 2021,f x x x x= − + ∈ℝ .  

 

 

∆2.  

 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )2

lim lim
x x

f x f x xf x xf x

x x→+∞ →+∞

−−
=  

 

Και 
( )

lim 1
x

f x

x→+∞
=  άρα τελικά  

( ) ( ) ( )
2

lim 1 3 3
x

f x xf x

x→+∞

−
= ⋅ − = −  

 

 

∆3.  
 

Παραγωγίζοντας την ( ) 2 6 2021f x x x= − +  προκύπτει ότι 

( ) ( )
2

1
2 6

2 6 2021
f x x

x x
′ = ⋅ −

− +
 

 

 

( ) ( )
2

1
0 2 6 0 2 6 0 3

2 6 2021
f x x x x

x x
′ = ⇔ ⋅ − = ⇔ − = ⇔ =

− +
 

 

Για  3x >  έχουµε ότι ( ) 0f x′ >  άρα  [ )3,f +∞ր  

Για  3x <  έχουµε ότι ( ) 0f x′ <  άρα  ( ],3f −∞ց  

Στο σηµείο  ( )( )3, 3fΣ   έχουµε ολικό ελάχιστο 

 

Για το διάστηµα ( ]1 ,3A = −∞  η f ց  και συνεχής άρα έχουµε :  

 

( ) ( ) ( )) )1
3 , lim 2012,

x
f A f f x

→−∞

 = = +∞
 



 

Για το διάστηµα [ )2 3,A = +∞  η f ր  και συνεχής άρα έχουµε :  

 

( ) ( ) ( )) )2
3 , lim 2012,

x
f A f f x

→+∞

 = = +∞
 

 

Παρατηρούµε ότι το ( )2021

1e f A∈  και  ότι  ( )2021

2e f A∈  , άρα έχει ακριβώς δύο 

ρίζες στο ℝ .  

 

 

 

∆4. 

 

 

Έστω  ( ) ( )( )2021xg x e f x e= −  

 

- Η g συνεχής στο [ ]1 2,x x  ως πράξη συνεχών.  

 

- Η g παραγωγίσιµη στο ( )1 2,x x   µε παράγωγο 

( ) ( )( ) ( ) ( )2021 2021x x x xg x e f x e e f x e e f x+′ ′ ′= − = − +   

 

-  ( ) ( )( )1 2021

1 1
0

x
g x e f x e= − =  

     

    ( ) ( )( )2 2021

2 2
0

x
g x e f x e= − =  

 

Άρα  ( ) ( )1 2g x g x=  

 

Από το Θεώρηµα Rolle υπάρχει ένα τουλάχιστον ( )0 1 2,x x x∈  ώστε :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 02021 2021

0 0 0 0 00 0
x x x x x x

g x e f x e e f x e f x e e f x
+ +′ ′ ′= ⇔ − + = ⇔ = − ⇔  

 

( ) ( )2021

0 0f x e f x′ = −  

 

 

∆5.  
 

Έστω σηµείο ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )2
, , 6 2021x t y t x t x t x tΛ ⇒ Λ − +  

 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )22 2 2
x t

y t y t y t x t y t y t x t y t x t
y t

′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′= ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔  

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
6 2021 2 2 6 2 4x t x t x t x t x t x t x t x t

′ ′ ′ ′ ′− + = ⇔ − = ⇔ =  


