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ΘΕΜΑ Α: 

Α1. Σχολικό Σελίδα  142

Α2. Σχολικό Σελίδα  162

Α3.α)Ψ       Σχολικό Σελίδα  99 
      β) Σχολικό Σελίδα  99 Και  Σχήμα  14

Α4. Σχολικό Σελίδα  74 Και Σχήμα  64

Α5.  α)Σωστό
        β)Σωστό
        γ)Λάθος




ΘΕΜΑ Β : 

Β1. 
Από τον ορισμό της μέσης ταχύτητας έχουμε :  

[image: Εικόνα]

Β2. 


Η ταχύτητα v  όταν  είναι : 
[image: Εικόνα]

Β3. 

Αν σε ένα ορθοκανονικό σύστημα ο οριζόντιος άξονας παριστάνει το χρόνο t και ο κατακόρυφος άξονας το x(t), τότε η γραφική παράσταση της συνάρτησης  
[image: Εικόνα]


είναι σύμφωνα με όσα γνωρίζουμε από την Α΄ Λυκείου, μια παραβολή με κορυφή το σημείο [image: Εικόνα] και άξονα συμμετρίας την ευθεία  

Έτσι, έχουμε την παρακάτω γραφική παράσταση.

[image: Εικόνα]


Β4. 
[bookmark: _GoBack]
Επειδή οι τέμνουσες διέρχονται από το σημείο O(0, 0) και έχουν 
συντελεστές διεύθυνσης 3, 2, 1,5 και 1,1, οι εξισώσεις τους είναι
 x=3t, x= 2t, x=1,5t και x=1,1t αντιστοίχως. 
Οι ευθείες αυτές έχουν σχεδιαστεί στο παραπάνω
σχήμα.

Η εφαπτομένη της καμπύλης στο σημείο της με t=0 θα έχει συντελεστή διεύθυνσης  ίσο με τη στιγμιαία ταχύτητα όταν t=0, δηλαδή ίσο με 1. 
Επειδή η εφαπτομένη αυτή διέρχεται και από την αρχή των αξόνων, 
η εξίσωσή της είναι x=t, δηλαδή είναι η διχοτόμος της γωνίας των θετικών ημιαξόνων.




ΘΕΜΑ Γ : 

Γ1. 
Αφού η f είναι συνεχής στο 1, θα πρέπει : 











Άρα θα πρέπει 



Επιβεβαιώνουμε και ότι   Άρα τελικά   . 

Για την παραγωγισιμότητα αντίστοιχα θα έχουμε: 




 

Επίσης έχουμε: 




Παρατηρούμε ότι  τα δύο όρια είναι διαφορετικά, άρα η συνάρτηση δεν είναι παραγωγίσιμη στο 1. 


Γ2.
Διαδοχικά έχουμε: 



Για         :                  


Για         :                    


Άρα θα έχουμε :    




  άρα  η   είναι γνησίως αύξουσα. 


   

	

	

                1/2                
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Άρα τελικά θα έχουμε :  


	x
	

                        1/2                              1                       
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	+

	

	
	
	




Άρα η f είναι : 


-   γνησίως φθίνουσα στο  

-   γνησίως αύξουσα  στο   

-    γνησίως αύξουσα στο  



Η  f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο  στο   το    




Αφού η συνάρτηση έχει ολικό ελάχιστο το  άρα   αφού    και επομένως 

Ισχύει ότι 
Γ3. 


Για να βρούμε την εξίσωση της εφαπτομένης στο σημείο  θα χρειαστούμε τον κλάδο για 




Έχουμε κατά σειρά    :    ,     και  

Άρα για την εξίσωση της εφαπτομένης θα έχουμε ότι : 





Παραγωγίζοντας την   θα  έχουμε : 




Για          


Για         



Επομένως  :    

Σχηματίζοντας τον αντίστοιχο πίνακα προσήμων  έχουμε: 

	

	

                 1                

	

	+
	-

	
 
	
	




Άρα  για    η  συνάρτηση είναι κυρτή. 



Αφού η f  κυρτή στο  και έχουμε βρεί την  εφαπτομένη της  


Θα ισχύει  
Γ4. 


Το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι όλο το  , η f είναι συνεχής άρα δεν έχει κατακόρυφη ασύμπτωτη. 

Για  οριζόντια/ πλάγια ασύμπτωτη έχουμε: 


Στο  : 


 





Άρα  δεν έχει ασύμπτωτη στο  . 


Στο   : 





Άρα  δεν έχει ασύμπτωτη στο  . 

Άρα  η συνάρτηση f  δεν έχει ασύμπτωτες. 


Γ5. 

Βρίσκουμε τα σημεία τομής της f με τους άξονες. 



Για   προκύπτει  

Για  y=0 θα έχουμε αντίστοιχα: 



Για      



Για      


Κατασκευάζουμε τον πίνακα μεταβολών της f  προκειμένου να μπορέσουμε να  χαράξουμε τη γραφική της παράσταση. 



Ο πίνακας μεταβολών θα έχει τη μορφή: 

	x
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Και η γραφική παράσταση θα έχει τη μορφή: 

[image: geogebra-export (1)]




ΘΕΜΑ Δ : 

Δ1. 






Άρα ισχύει ότι f γνησίως αύξουσα στο , άρα  1-1 άρα αντιστρέψιμη. 



Έστω   με 




 Άρα η h είναι γνησίως αύξουσα στο . 


Θα βρούμε το σύνολο τιμών της h , μιας και είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο . 


 διότι 



  και  


Έχουμε ότι  


Άρα 



  άρα  


Δ2. 







Για   



Άρα    αφού 

· 
Για  
· 
Για 

Επομένως η f  έχει μοναδική ρίζα το 0. 



Δ3. 












Για   

· 



Για    άρα   στο  άρα είναι κοίλη στο . 
· 



Για    άρα   στο  άρα είναι κυρτή στο . 

 Άρα το σημείο  είναι σημείο καμπής   και μάλιστα μοναδικό σημείο καμπής. 



Δ4.


Θα εφαρμόσουμε δύο θεωρήματα Θ.Μ.Τ. 


Θ.Μ.Τ. στο διάστημα   : 


-  f  συνεχής στο 

-  f  παραγωγίσιμη  στο 


Άρα από το Θ.Μ.Τ.  υπάρχει ένα τουλάχιστον   τέτοιο ώστε 



Θ.Μ.Τ. στο διάστημα   : 


-  f  συνεχής στο 

-  f  παραγωγίσιμη  στο 


Άρα από το Θ.Μ.Τ.  υπάρχει ένα τουλάχιστον   τέτοιο ώστε 




Ισχύει ότι  












image4.jpeg
x(0+h)—x(0) 2+h
R L = lim(h+1) = 1ms





oleObject46.bin

image50.wmf
(

)

(

)

(

)

1

3

111

.....

23433

43

fx

xxx

x

¢

æö

¢¢

===-=-

ç÷

+++

èø

+


oleObject47.bin

image51.wmf
1:

x

<


oleObject48.bin

image52.wmf
(

)

(

)

2

212

fxx

¢

¢¢

=-=


oleObject49.bin

image53.wmf
(

)

(

)

3

1

,1

43

2,1

x

x

fx

x

ì

->

ï

¢¢

+

=

í

ï

<

î


oleObject50.bin

oleObject51.bin

image5.jpeg
x(t):11+1:[t+z]




oleObject52.bin

oleObject53.bin

image54.wmf
(

)

fx

¢¢


oleObject54.bin

image55.wmf
(

)

fx


oleObject55.bin

image56.wmf
1

x

<


oleObject56.bin

image57.wmf
(

)

,1

-¥


oleObject57.bin

image6.jpeg




image58.wmf
f

C


oleObject58.bin

image59.wmf
(

)

2

222

5

2333525

2

x

fxyxxxxxxxxx

-+

³Û--³--Û-³-+Û³-+Û³


oleObject59.bin

image60.wmf
¡


oleObject60.bin

image61.wmf
+¥


oleObject61.bin

image62.wmf
(

)

0

0

..

341

limlimlim0

23

xxDLHx

fx

x

xx

x

æö

ç÷

èø

®+¥®+¥®+¥

+-

===

+


oleObject62.bin

image7.wmf
1

2

t

=-


image63.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

limlimlim34

xxx

fxxfxx

l

®+¥®+¥®+¥

-==+-=+¥


oleObject63.bin

image64.wmf
+¥


oleObject64.bin

image65.wmf
-¥


oleObject65.bin

image66.wmf
(

)

22

2

limlimlimlim

xxxx

fx

xxx

x

xxx

®-¥®-¥®-¥®-¥

--

====-¥


oleObject66.bin

image67.wmf
-¥


oleObject67.bin

oleObject2.bin

image68.wmf
0

x

=


oleObject68.bin

image69.wmf
(

)

00022

f

=--=-


oleObject69.bin

image70.wmf
1

x

³


oleObject70.bin

image71.wmf
(

)

034013

fxxx

=Û+-=Û=


oleObject71.bin

image72.wmf
1

x

<


oleObject72.bin

image8.jpeg




image73.wmf
(

)

2

2

020

1

ί

fxxx

ή

aporrptetai

dekt

=Û--=Û

-


oleObject73.bin

oleObject74.bin

oleObject75.bin

image74.wmf
(

)

fx

¢


oleObject76.bin

image75.wmf
(

)

fx

¢¢


oleObject77.bin

image76.wmf
(

)

fx


oleObject78.bin

image9.wmf
(

)

(

)

(

)

11

limlim1

xx

fxfxf

+-

®®

==


oleObject79.bin

image77.wmf
2

-


oleObject80.bin

image78.wmf
+¥


oleObject81.bin

image79.wmf
9

4

-


oleObject82.bin

image80.png
-3

15




image81.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

3202132021

22021

22021

22021

31

31

1

0

3

fxxefxfxefxx

fxfxefx

fxfxe

fx

fxe

=-Û+=Û

¢¢

+=Û

¢

+=Û

¢

=>

+


oleObject83.bin

oleObject3.bin

image82.wmf
¡


oleObject84.bin

image83.wmf
(

)

32021

,

hxxex

=+×


oleObject85.bin

image84.wmf
h

D

=

¡


oleObject86.bin

image85.wmf
(

)

22021

30

hxxe

¢

=+>


oleObject87.bin

image86.wmf
¡


oleObject88.bin

image10.wmf
(

)

(

)

11

limlim414

xx

fxxkk

++

®®

=+-=+-


oleObject89.bin

image87.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

,lim,lim

h

h

xx

hDhhxhx

®-¥®+¥

=-¥+¥==

Z

¡


oleObject90.bin

image88.wmf
(

)

lim

x

hx

®-¥

=-¥


oleObject91.bin

image89.wmf
(

)

lim

x

hx

®+¥

=+¥


oleObject92.bin

image90.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

320211

fxefxxhfxxhxfx

-

+=Û=Û=


oleObject93.bin

image91.wmf
(

)

1

h

h

DhD

-

==

¡


oleObject4.bin

oleObject94.bin

image92.wmf
(

)

(

)

1

fxyxfy

-

=Û=


oleObject95.bin

image93.wmf
(

)

132021

,

fxxexx

-

=+Î

¡


oleObject96.bin

image94.wmf
(

)

(

)

32021

fxefxx

+=


oleObject97.bin

image95.wmf
0

x

=


oleObject98.bin

image96.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

3202122021

000000

fefffe

+=Û+=


image11.wmf
(

)

(

)

2

11

limlim21122

xx

fxxx

--

®®

=--=--=-


oleObject99.bin

image97.wmf
(

)

00

f

=


oleObject100.bin

image98.wmf
(

)

22021

00

fe

+>


oleObject101.bin

image99.wmf
(

)

(

)

(

)

000

f

xfxffx

>Û>Û>

Z


oleObject102.bin

image100.wmf
(

)

(

)

(

)

000

f

xfxffx

<Û<Û<

Z


oleObject103.bin

image101.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

3202122021

31

fxefxxfxfxefx

¢¢

+=Û+=Û


oleObject5.bin

oleObject104.bin

image102.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

22021

630

fxfxfxfxfxefx

¢¢¢¢¢¢

++=Û


oleObject105.bin

image103.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

22021

2

22021

2

22021

36

36

6

3

fxfxefxfxfx

fxfxefxfx

fxfx

fx

fxe

¢¢¢¢¢

+=-Û

éù

ëû

¢¢¢

+=-Û

éù

ëû

¢

-

éù

ëû

¢¢

=

+


oleObject106.bin

oleObject107.bin

image104.wmf
(

)

0

fx

¢¢

=


oleObject108.bin

image105.wmf
(

)

00

xfx

>Û>


oleObject109.bin

image12.wmf
(

)

(

)

11

limlim142123

xx

fxfxkkk

+-

®®

=Û+-=-Û+=Û=


image106.wmf
(

)

0

fx

¢¢

<


oleObject110.bin

image107.wmf
(

)

,0

-¥


oleObject111.bin

image108.wmf
(

]

,0

-¥


oleObject112.bin

image109.wmf
(

)

00

xfx

<Û<


oleObject113.bin

image110.wmf
(

)

0

fx

¢¢

>


oleObject114.bin

oleObject6.bin

image111.wmf
(

)

0,

+¥


oleObject115.bin

image112.wmf
[

)

0,

+¥


oleObject116.bin

image113.wmf
(

)

0,0


oleObject117.bin

image114.wmf
[

]

0,

k


oleObject118.bin

oleObject119.bin

image115.wmf
(

)

0,

k


image13.wmf
(

)

11342

f

=+-=-


oleObject120.bin

image116.wmf
(

)

1

0,

xk

Î


oleObject121.bin

image117.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

1

0

fff

f

kk

x

kk

-

¢

==


oleObject122.bin

image118.wmf
[

]

,1

kk

+


oleObject123.bin

oleObject124.bin

image119.wmf
(

)

,1

kk

+


oleObject125.bin

oleObject7.bin

image120.wmf
(

)

2

,1

xkk

Î+


oleObject126.bin

image121.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

1

1

1

ff

fff

kk

xkk

kk

+-

¢

==+-

+-


oleObject127.bin

image122.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

0,

1212

1

f

f

ffff

k

xxxxkk

k

¢

+¥

¢¢

<Û<Û<+-Û

Z


oleObject128.bin

image123.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

11

11

ffffff

ff

kkkkkkkkkk

kkkk

<+-Û+<+Û

Û+<+Û


oleObject129.bin

image124.wmf
(

)

1

1

()

f

f

k

k

kk

+

+

Û>


oleObject130.bin

image14.wmf
3

k

=


oleObject8.bin

image15.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1111

3232

1

34232

limlimlimlim

111

132

xxxx

xx

fxf

xx

xxx

xx

++++

®®®®

+-++

-

+-++-

====

---

-++


oleObject9.bin

image16.wmf
(

)

(

)

(

)

11

111

limlim

4

13232

xx

x

xxx

++

®®

-

===

-++++


oleObject10.bin

image17.wmf
(

)

(

)

(

)

2

111

11

22

limlimlim1

111

xxx

fxfxx

xx

xxx

---

®®®

--

--+

===

---


oleObject11.bin

image18.wmf
1

x

>


oleObject12.bin

image19.wmf
(

)

(

)

1

1

34

23

fxx

x

¢

¢

=+-=

+


oleObject13.bin

image20.wmf
1

x

<


oleObject14.bin

image21.wmf
(

)

(

)

2

2

221

fxxxx

¢

¢

=--=-


oleObject15.bin

image22.wmf
(

)

1

,1

23

21,1

x

fx

x

xx

ì

>

ï

¢

=

+

í

ï

-<

î


oleObject16.bin

image23.wmf
(

)

1

1

0

23

fx

x

¢

=>

+


oleObject17.bin

image24.wmf
1

f


oleObject18.bin

image25.wmf
(

)

2

1

0210

2

fxxx

¢

=Û-=Û=


oleObject19.bin

image1.jpeg
Kapakagns

3
A
) ANBPANILTIKEZ-BETIKEZ-0IKONOMIKEL INOYAEL

AHMOTIKO-TYMNAZIO-AYKEIO-NANENILTHMIO
TnAépwva: 210.98.12.105, 697.83.06.175, 698.69.26.518




image26.wmf
x


oleObject20.bin

image27.wmf
-¥


oleObject21.bin

image28.wmf
+¥


oleObject22.bin

image29.wmf
21

x

-


oleObject23.bin

oleObject24.bin

oleObject25.bin

image30.wmf
(

)

1

fx

¢


oleObject26.bin

image31.wmf
(

)

2

fx

¢


oleObject27.bin

image32.wmf
(

)

fx

¢


oleObject28.bin

image33.wmf
(

)

fx


oleObject29.bin

image34.wmf
1

,

2

æù

-¥

ç

ú

èû


oleObject30.bin

image2.jpeg
~1Smls i) B ~Limls

5. X05-x0)
05

__x(0)-x(0)
01




image35.wmf
1

,1

2

éù

êú

ëû


oleObject31.bin

image36.wmf
[

)

1,

+¥


oleObject32.bin

image37.wmf
1

2


oleObject33.bin

image38.wmf
19

24

f

æö

=-

ç÷

èø


oleObject34.bin

image39.wmf
19

24

f

æö

=-

ç÷

èø


oleObject35.bin

image3.wmf
0

t

=


image40.wmf
(

)

(

)

9

για κάθε 3

4

fxxfx

³-ÎÛ>-

¡


oleObject36.bin

image41.wmf
9

3

4

->-


oleObject37.bin

image42.wmf
(

)

20213

f

>-


oleObject38.bin

image43.wmf
(

)

(

)

1,1

f

A--


oleObject39.bin

oleObject40.bin

image44.wmf
1

x

=-


oleObject1.bin

oleObject41.bin

image45.wmf
(

)

10

f

-=


oleObject42.bin

image46.wmf
(

)

13

f

¢

-=-


oleObject43.bin

image47.wmf
(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

11103133

yffxyxyx

¢

--=-+Û+=-+Û=--


oleObject44.bin

image48.wmf
(

)

fx

¢


oleObject45.bin

image49.wmf
1:

x

>


